Eléments sur les suites

Nous étudierons ici les suites a valeurs dans R, définies & partir d’un certain rang p. Sans précision par-
ticuliére, les suites sont supposées définies & partir du rang n = 0. Dans le cas contraire, il suffit d’adapter
les résultats a la suite (up4p).

I - Quelques définitions
1) Limite finie

Soit une suite u et un réel [.
On dit que (uy) a pour limite [ quand n tend vers +oco si tout intervalle ouvert contenant ! contient
toutes les valeurs u, & partir d’'un rang N, c’est-a-dire :

Ve>0 dANeN Vn>N, l—e<u,<l+e¢

On écrit alors :

lim wu, =1
n—-+o0o

Lorsqu’elle existe, la limite [ est unique. .

2) Limite infinie

On dit que u,, a pour limite 400 quand n tend vers 400 si tout intervalle du type [A; +o0o[ (ot A est
un réel quelconque) contient toutes les valeurs u, a partir d'un rang N, c’est-a-dire :

YVAeR dINeN vVn>Nu,>A
On écrit alors :

lim w, = +00
n—-+o0o

Remarques :

1. En remplagant 'intervalle [A; +o0o[ par un intervalle du type | — co; B], on obtient une suite dont la
limite est —oo.

2. Une suite qui n’a pas de limite finie ou qui a pour limite +00 (ou —o0) est dite divergente.

3) Majorant et minorant
Un réel M est un majorant d’une suite (u,) si et seulement si
vn > 0,u, <M
Un réel m est un minorant d’une suite (uy,) si et seulement si

Vn > 0,u, >m

Une suite qui est majorée et minorée est dite bornée.
Remarque : une suite (uy,) est bornée si et seulement si (|uy|) est majorée.



4)  Sens de variation

On dit qu’une suite (uy,) est croissante si et seulement si Vn € N, uy, < up41
On dit qu’une suite (u,) est décroissante si et seulement si Vn € N, uy, > up41
On dit qu’une suite (uy) est monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante.
On dit qu’une suite est constante si et seulement si il existe un réel m tel que Vn € N, u,, = m.

Remarques

1. Ces définitions peuvent étre seulement valables & partir d’un rang p.

2. Lorsque les termes de la suite sont strictement positifs, on peut étudier le sens de variation de la

. (2
suite en comparant 1 et Z—“
n

3. Lorsque les inégalités sont strictes, les suites sont dites strictement (dé)croissantes.

Exercice 1
Montrer que si (uy,) est une suite monotone, alors (v,) définie pour tout entier naturel n > 1 par
vy = MRtzbetln ogt aussi monotone (de méme sens de variation que (uy)).

Exercice 2
Déterminer le sens de variation de la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 1 par u, = 5

Ezxemple 1 : suite convergente d’entiers relatifs
Nous considérons une suite définie sur IN, convergente telle que

Vn € N,u, € Z

Montrer que cette suite est constante & partir d’un certain rang.

II - Limite et comparaison

Proposition 1 Si une suite a pour limite 400 alors elle est minorée.
St une suite a pour limite —oo alors elle est majorée.

Proposition 2 Toute suite convergente est bornée.

La réciproque est fausse.
Par exemple, u, = (—1)", v, = cos(5) sont bornées mais n’ont pas de limite.

Théoréme 1 On considére deux suites u et v, N un entier naturel tel que Vn > N, u, < vy,

Si lim wu, = 400 alors lim v, = +c0
n—-4o00 n—-4o0o

Si lim v, = —o0 alors lim wu, = —o
n—+o0o n—-+o0o

Exercice 3
Déterminer la limite de la suite définie par v, = ™1 + 3 sin(y/n)

Proposition 3 (u,) et (v,) sont deuz suites telles que u, < v, a partir d’un certain rang.

Si lim u,=10et lim v, =10 alorsl <
n—+oo n—+oo
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Les inégalités larges sont essentielles. Méme si u, < vy, la conclusion restera [ < I’. Considérer par

exemple les suites définies par u, = % et v, = %

Exercice 4
On admet que la suite définie par u, = % admet une limite [. Déterminer la valeur de cette limite.

Le théoréeme d’encadrement suivant est connu sous le nom de "théoréme des gendarmes", les suites
"gendarmes" encadrent la suite "prévenue" qui ne peut échapper a la convergence ...

Théoréme 2 Soient (uy), (an) et (by) trois suites telles qu’a partir d’un certain rang p, on ait

an < Uy < by. Si (an) et (by) convergent vers la méme limite | alors (uy,) est convergente et sa limite est
l.

Remarques :

1. 11 est essentiel que les suites (ay,) et (by,) aient la méme limite. Considérer par exemple a,, = —1,
b =1et u, = (—1)™

2. Dans la proposition 3, il faut déja avoir établi que la suite converge pour conclure. Le théoréme
des gendarmes assure 'existence de la limite. Ainsi, on pourrait reprendre 1'exercice 4 sans avoir &
supposer que la limite de la suite existe...

3. Si une suite (uy,) est positive et qu’elle est majorée par une suite de limite nulle alors cette suite (uy,)
admet également 0 pour limite

Exercice 5

n
Etudier la limite éventuelle de la suite de terme général u, =mn ) n>1

1
n2+k7

Exemple 2 : suites et parties entiéres
Nous rappelons que la partie entiére d’une réel x est 'unique entier relatif, noté |x] qui satisfait a :

lz] <z < |z|+1

1. En déduire que, Vz e R,z — 1 < |z| <z

[ne]

2. Considérons la suite (u,) définie sur N* par u,, =

n
Montrer que cette suite est convergente et déterminer sa limite.

1 n
3. On considére la suite (v,,) définie sur N* par v, = — > |ke].
ne =1
Etudier le comportement de (v,) en 400

Théoréme 3 Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.

Remarques :
1. Une suite croissante non majorée tend vers 400

2. Une suite décroissante non minorée tend vers —oo

Exercice 6
1. Trouver une suite convergente qui n’est pas monotone.
2. Trouver une suite bornée divergente.

3. Trouver une suite non bornée qui ne tend pas vers 400 ou —o0.
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Exercice 7

n
Soit (uy) la suite de terme général : u, = > k%

=1

1

k

1. Montrer que Vk > 2, ﬁ - ﬁ _

2. En déduire que la suite (u,) converge.
La valeur de cette limite est %f. Ce résultat, démontré pour la premiére fois par Fuler, est connu
sous le nom du probléme de Bile.

Exercice 8
n

Soit la suite (S,,) de terme général : S, = > + (cette suite est appelée série harmonique)
k=1

1. Montrer que, So,, — S, > %
2. Raisonner par I’absurde et déduire que (.S,,) tend vers +oo

3. Montrer que Vn € N*, S,, < 2¢/n.
En déduire que :

lim & =0
n—+oo N

On dit que la suite (5,,) est négligeable devant n au voisinage de 0o et on note h,, = o(n)

Exercice 9
Considérons la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 1 par

n

1
Uy = — —1In(n
n=>0 1 )
k=1
1. Etudier la monotonie de la suite.
2. Montrer que la suite est minorée par 0.

3. En déduire que la suite est convergente. Sa limite est la constante d’Euler, notée habituellement ~.

III - Suites adjacentes

Deux suites réelles (ay,) et (b,) sont dites adjacentes lorsque :
1. (ayn) est croissante;

2. (by) est décroissante ;

3. lim (b, —ap) =0

n—-+o0o

Théoréme 4 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont méme limite l. De plus, cette limite vérifie :

Vn € N,a, <1<b,
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Preuve :
Notons (uy,) la suite de terme général u,, = b, — ay,.
Cette suite est décroissante car up+1 — up = (bpt1 — bp) — (@p+1 — an) < 0. De plus, la limite de cette
suite est nulle. On déduit que Vn € N, u,, > 0, soit a,, < b,.
La monotonie de chaque suite implique alors que Vn € N ag < a,, < b, < bg.
La suite (a,,) est majorée par by et elle est croissante, par conséquent elle converge vers un réel [ tel que
l>ap, Vn € N.
La suite (b,) est minorée par ag et elle est décroissante, par conséquent elle converge vers un réel I’ tel que
" < b, Vn e N.
De plus, I =1’ car lim (b, — a,) = 0.

n——+o0o

Ezemple 3 : suite de l'exercice 7

Soit un entier p > 2 donné. Considérons la suite (v,,) définie sur N* par

1
W= %
k=1
1. Justifier que pour tout entier k > 1, kP > k2.

2. En déduire que : Vn € N*, v, < uy,.
La suite (v,) converge-t-elle 7

3. Nous supposons que p = 3 et nous considérons la suite (w,) définie sur N* par

Wp = Up + —
n n n2

Montrer que les suites (vy,) et (w,) sont adjacentes.

Leur limite commune est le nombre d’Apery. Ce dernier est un mathématicien francais qui a prouvé

que ce nombre est irrationnel en 1979

Exemple 4 : Suites extraites
Soit (uy,) une suite définie sur N.

1. Considérons les suites (vy,) et (wy,) telles que pour tout entier naturel n, v, = ug, et w, = uzp4+1
Montrer que si les suites (vy,) et (wy,) convergent vers un méme réel [ alors la suite (uy) converge
elle aussi vers I.

Etudier la réciproque.

2. Application. Soit la suite (u,) définie sur N* par

PR S )
Up = 5 T3 -

Montrer que les deux suites extraites (v,) et (w,) définies ci-dessus (sur N*) sont adjacentes. Que
peut-on alors dire de la suite (uy)?
On peut démontrer que la valeur de cette limite est In(2)
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Exemple 5 : Q est dense dans R

(a) Montrer que pour tout réel a et pour tout entier naturel £ > 1, on a
0<|ka] —kla] <k-1

(b) Soient un réel x et un entier p > 2.

1
Considérons les suites (a,) et (by) définies sur N par a, = o [p"z] et bp = an + —.
Justifier que Vn € N,0 < |[p"tlz| — p[p x| <p— 1.
1 1
En déduire que Vn € N,0 < apy1 —an < ﬁ — W
(c) Montrer que les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes
(d) Justifier que les suites (ay) et (by) convergent vers le réel =

(e) Justifier alors que : "Q est dense dans R", c’est-a-dire que, quel que soit le réel z, il existe une
suite de nombres rationnels qui converge vers le réel x.

Exercice 10

Reprenons la suite (u,) définie & l'exercice 9.
n

Prouver que (uy) et (vy,) définie pour tout entier naturel n > 1 par v, = Y + — In(n + 1) sont
k=1
adjacentes.

Exercice 11
On définit, pour tout entier naturel n > 1, deux suites (a,) et (by,) de terme général :

nn!

n
an:Z%etbn:an+ L
k=0

(a) Justifier que (ay,) est croissante puis que (b,) est décroissante.
(b) Justifier que lim (b, —a,) =0
n—-+oo
(c) En déduire que les deux suites (a,) et (b,) convergent vers un méme réel.
Ce réel est le nombre e, base des logarithmes népériens

(d) Montrons que e est un nombre irrationnel. Raisonnons pour cela par Iabsurde et supposons
que e est un nombre rationnel.

Exercice 12
On considére deux suites réelles (uy,) et (v,) vérifiant 0 < ug < vg et

2unv Up, + U
vn € N, Uptl = —nn et Untl = -
Up + U, 2

a) Justifier que tous les termes des suites (u,) et (v,) sont strictement positifs.

(
(b) Justifier que pour tout entier naturel n, u, < v,,.

)
)
(c) En déduire le sens de variation de chacune des deux suites.
(d) Montrer que ces deux suites ont la méme limite .

)

(e) Montrer que, quel que soit I'entier naturel n, u,v, = ugvg. En déduire que [ = /ugvy.
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IV - Relations de récurrence

1) Suites récurrentes du type u,1 = f(uy,)

Pour étudier une suite de ce type, il est souvent utile d’étudier les variations de la fonction f et de
déterminer un intervalle I qui contient toutes les valeurs de la suite.

Théoréme 5 Si f est une fonction croissante sur I alors la suite (uy) est monotone.
Siug < uy alors la suite (uy) est croissante. Sinon, elle est décroissante.

Théoréme 6 Si la suite (uy,) est convergente vers l et si f est continue alors | vérifie | = f(I).

Exercice 13
Etudier la suite (u,,) définie par ug = 0,5 et la relation de récurrence : ¥n € N, u,, 11 = u2 +0, 1875.

2) Une suite récurrente d’ordre deux : la suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est définie sur N par fo =0, fi = 1 et la relation de récurrence
fot1 = fot1 + fao1 (n € N)

(a) Etablir par récurrence que quel que soit 'entier naturel n, f, € N

(b) En déduire le sens de variation de la suite (f,)

C Montrer ar récurrence que :
(c) p q
iV >0, f2=fo1for1 + (=)

i Vn >0, f2=3 f2= fufan
k=0

3) Suites arithmétiques

On appelle ainsi les suites (uy,) vérifiant une relation de récurrence du type up+1 = u, + a ol @ est
un réel fixé. On a alors u, = ug + na et on dit que la suite est arithmétique de raison a.

4) Suites géométriques

On appelle ainsi les suites (uy,) vérifiant une relation de récurrence du type un4+1 = quy, ol ¢ est un
réel fixé.. On a alors u, = q"ug et on dit que la suite est géométrique de raison q.

Si |g| > 1, la suite diverge.

Si |g| < 1, la suite converge vers zéro.

Si g = 1, la suite est constante.

5) Suites définies par une récurrence homographique

On dit qu’une suite (uy,) vérifie une récurrence homographique si elle vérifie une relation de récurrence
du type
Vn € N, Up+1 = h(un)
avec b
ax
h(zr) = —— ad —bc # 0

Une telle suite est définie pour tout n si et seulement si aucune de ses valeurs n’annule le dénominateur
de h. L’exercice qui suit permet d’exprimer explicitement wu,,.
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Exercice 14

(a) Reésoudre dans R I’équation h(z) =z (E)
(b) On suppose que l'équation (FE) posséde deux solutions distinctes, on note « et 8 ces deux

solutions.

i. Justifier que % = k% ou k est un réel que ’on précisera.

ii. En déduire que, quel que soit I'entier naturel n, szg = k" Zg:g
(c) On suppose que l'équation (E) posséde une racine double que l'on note a.
i. Justifier que h(zLa = ﬁ +k
ii. En déduire que, quel que soit I'entier naturel n, unl_ 5 = uol_a + kn ou k est un réel que

I’on précisera.
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V -  Vu au concours général en 2024

1 Probléme 1 : étude d’une suite

Pour tout réel a = 0, on appelle suite associée a a la suite (u,,) définie par uy = @ et

1
Uil = ——7 ++/u,, pour tout entier n = 0.

Partie 1 : Généralités

1. Soit @ un réel positif. Démontrer que la suite (u,,) associée a @ vérifie u, = 0, pour tout entier
nz=0.

2. Soit a et § deux réels tels que 0 < a < . On note (u,) la suite associée a a et (v,) la suite
associée a f.
Démontrer que u, < v,, pour tout entier n = 0.

3. On note (w,) la suite associée a 0. Démontrer que wy, = 1, pour tout entier 7 > 1.

4. Soit ¢ un réel positif ou nul. On suppose que la suite (u,) associée a @ converge vers un réel
£.

Déterminer la valeur de ¢.

3+45
R

5. Soit @ un réel tel que a >

Justifier que la suite associée a a est strictement décroissante.
Que peut-on en déduire en terme de convergence ?
Partie 2 : Un cas particulier
Dans toute cette partie, on note (t,) la suite associée a 4 et on définit la suite (s,) par
Sp = n(t; — 1), pour tout entier n = 0.

6. Démontrer, pour tout entier n = 1, 'encadrement :

2 3
1+ =<t <1+,
n n

7. Démontrer, pour tout entier n = 1, 'encadrement :

2< s, <2+ —.
n
2
fh—1-=
8. Déterminer la limite de fn quand 7 tend vers +oo.
n

Partie 3 : Retour au cas général

9. Soit a un réel positif ou nul. La suite (u,) associée a a est-elle convergente?

2
ty—1——
10. Déterminer la limite de fn quand rn tend vers +oo.
n
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